1. GRUPLAR
Sorular ve Coziimleri
1) G bir grup olmak tizere asagidaki esitlikleri gosteriniz.
i) e € G birim eleman olmak iizere e~1 = e.
ii) a € G olmak iizere (a™1)™! = a.

i) Vag,ay, .., a, €Gicin (a1ay ...a,) "t = aytayl, ...ait.

Céziim.
i) ee = e oldugundan e™! = e olur.
i) a(a™) = (a™Ya = e oldugundan (a 1)1 = a dur.
iiil) Vay,ay,..,a, €EG igin (a10ay ...ap)(aztayty .art) =
a,a, ... (apapyHayl, ...ail =e ve  (aptayl;..aiV(aa;...ay) =
aytayl; ..(a;'ay)a, ...a, = e oldugundan (a,a, ...a,)™! = azla,l, ...a;? esitligi

gosterilmis olur.

2) Asagidaki kiimelerin verilen islem altinda bir grup olup olmadigini belirleyiniz.
i) Z tamsayilar kiimesi ve G = {2n:n € Z} olmak lizere (G, +),

ii) R reel sayilar kiimesi ve a.b = a + b + 1 olmak tizere (R,.),

iii) R* pozitif reel sayilar kiimesi a * b = Vab olmak iizere (R*, *).

Coziim.

i) Gruptur.

i) Her 2n,2m € G i¢in 2n + 2m = 2(n + m) € G (kapalilik)

ii) Her 2n,2m, 2k € G i¢in 2n+2m) + 2k =2((n+m) + k) =2(n+ (m+k)) =2n+
(Zm + 2k) (birlesme)

iii) Her 2n € G ig¢in 2n + 0 = 0 + 2n = 2n oldugundan 0 = 2.0 € G birim elemandr.

iv) Her 2n€G igin 2n+ (—2n) = (—2n) + 2n =0 oldugundan (2n)~! = (-2n) =
2(—n) € G ters eleman olarak bulunur. Su halde (G, +) bir gruptur.

i) Gruptur.

i)Hera,b € Rigina.bh=a+b+1 € R (kapalilik)

ii) Her a,b,ce R i¢in(a.b).c=(@a+b+1)+c+1=a+b+c+2=a+b+c+
1) + 1 = a. (b.c) (birlesme)

lii)Her a€ Ricina.e=a+e+1=avee.a=e+a+1=aolacak sekildee = —-1€

R birim elemandir.



iV)Hera € Ricina.x=a+x+1=e=-1vex.a=x+a+ 1= e = —1 olacak sekilde

“l=x=—-a—-2€R ters elemandir. Buradan (R,.) nin bir grup oldugu goriiliir.

a
iii) Degildir.
R™ pozitif reel sayilar kiimesinde a * b = Vab olmak iizere (R, ) bir grup olusturmaz. Bunu

ispatlamak i¢in grup aksiyomlarindan en az birinin saglanmadigini bir 6rnekle gostermek

yeterlidir. Ornegina = 2, b = 3,c = 5i¢in 2 * (3 *5) = V2 /15 iken (2*3) *5 =+/5V6
oldugundan 2 * (3 x 5) # (2 * 3) * 5 birlesme 0zelligi saglanmaz.

3) R reel sayilar olmak iizere R"={(a4,a,, ..., a,):ay,ay, ..., a, € R} olmak tizere
(al, a,, ...,an) + (bll bz, ""bTL ) = (a1 + bl' a, + bz, ...,an + bn)

islemi altinda (R™, +) nin bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim.
)} VY (aq,ay, ..., ay), (b1, by, ..., by ) € R™igin

(aq,ay, ...,ay) + (b1, by, ..., b)) = (ay + by,ay + by, ...,a, + b, ) € R™ (kapalilik)
i) V (aq,ay, ...,ay), (by, by, ..., by, ), (c1,Cq, ..., €) € R™igin

[(ay,ay, ...,an) + (b1, by, .o, by ) + (cq1,C5y ooy cn) = ((ag + b1) + €4, or, (@, + by) + ¢1)
= (a4, ay, ..., ay) + [(by, by, ..., by) + (c1,€3, ..., cp)] (birlesme)
iii) vV (aq,a,, ...,a,) € R™igin

(aq,ay,...,a,) +(0,...,0) = (0,...,0) + (a, ay, ..., a,) = (a,a,, ..., a,)
gergeklendiginden (0, ..., 0) birim elemandir.

iv) vV (ai,as,..,a,) € R™igin

(ay,ay, ...,a,) + (—al ) e, —Qp, ) = (—a1 ) ey —Qp, ) + (a4, a,, ...,a,) = (0, ...,0)
saglandigindan (a4, a,, ...,a,) "t = (—a1 ) ey —0y ) dir. (ters eleman)

Dolayisiyla (R™, +) nin bir grup oldugu gosterilmis olur.

4) S=R—{-1}vea*xb=a+ b+ ab olmak iizere (S,) nin bir grup olup olmadigini
inceleyiniz.
Coziim.
i) Hera,beR iginaxb=a+b+ab € R saglanir.a # —1veb # —1likenax*b =
—lolsaa*b=a+b+ab=-1den (a+1)(b+1) =0 olup, buradan a = —1



veya b = —1 geligkisine varilir. Ohaldea *b € R —{—1} =S olup kapalilik kosulu
saglanir.

ii) Her a,b,ce S i¢cin(a*b)*xc=(a+b+ab)+c+(a+b+ab)c=a+b+
ab+c+ac+bc+abc ve ax(bxc)=a+b+c+bc)+alb+c+bc)=a+
b+ c + bc + ab + ac + abc oldugundan birlesme 6zelligi saglanmis olur.

iiilHerae Sicginaxe=a+e+ae=aveexa=e+a+ea=aisce(l+a)=0
olup, a # —1 kabulu geregince e = 0 € S birim eleman olarak elde edilir.

iv) Her a € S igin a*t=a+t+at=e=0 ve txa=t+a+ta=e =0 olacak
_ —-a
_(a+1)

sekilde t(a+1) = —aolup al=t €S ters elemandir (t # —1 oldugu

aciktir).

Boylece (S,*) nin bir grup oldugu goriiliir.

5 G={a+bV-5:ab€eQ a+0veyab+ 0} kiimesi kompleks sayilardaki garpma
islemine gore bir gruptur. Gosteriniz.
Coziim.
i) Ya+bV=5,c+dV-5 €6 icin (a+b\/:)(c+d\/:)=(ac—5bd)+
(ad + bc)V=5 €G
if) ii) G € C— {0} ve (C—{03},.) grubu birlesme 6zelligine sahip oldugundan G de ayni
isleme gore birlesme 6zelligine sahiptir.
iii) Va+bvV=5 € G icin (a+bvV=5)(1+0vV=5)=(1+0V=5)(a+bV-5) =
(a + bV-5 ) oldugundan (1 +0V=5 ) € G birim elemandir.
iv) (a+bV-5)(t+svV-5)=(1+0vV-5) ve (t+sV-5)(a+bV-5)=(1+
0VT5) ise (a+ VTE) 1= (4 VTF) == Ly (L) TF e

a+bVv=5  a2+5b2 a2+5b2

ters eleman olarak elde edilir. Boylece G nin bir grup oldugu gosterilmis olur.

6) R reel sayilar olmak iizere (a,b) ER?* =R xR olsun. (x,y) > (x+a,y+b) ile
Top: R? > R?  doniisiimiinii tammlayalim. T(R?) ={T, ,:a, b € R} kiimesinin bileske islemi
altinda bir grup oldugunu gosteriniz.

Coziim.



) Her TupTea €T(R?) igin (TapoToq)xy) =Toplx+c,y+d)=((x+c)+
ay+d)+b)=(x+(c+a),y+(@d+Db)) =Torcpra(x,y) olacak  sekilde
Tarepra € T(R?) dir. (kapalilik)

i) i) Her TopTeaTey E€TR?) igin, (TypoTea)oTer = Tarorrerad)es =
Tat(cre)p+a+r) = Tap © (T © Te r) (birlesme)

iii) Her T,, € T(R?) igin (Typ 0 Too) = (Too © Tap) = Tap oldugundan Ty € T(R?)
birim elemandir.

iv) Her T, , € T(R?) igin (Tap o T-g—p) = (T—a—p © Tup) = To,0 oldugundan (T, )" =
T_o-p» € T(R?) ters elemani bulunur. O halde (T (R?),°) bir grup olusturur.

7) Q rasyonel sayilar kiimesi a * b = % olmak tizere (Q — {0},*) bir grup mudur ?
Céziim.

i) Hera,be Q—{0}iginaxh="2"€ Q— {0} (kapalilik)

i) ii) Her a,b,c € Q — {0} igina = (b * c) = “T”C = (a*b) * c (birlesme)

iii) Hera € Q — {0} i¢ina * 2 = 2 * a = a oldugundan 2 € Q — {0} birim eleman,

tzg € Q—{0} ters

iv) Her a € Q — {0} igin a*t=t*a=a7t=2 ise a!

elemandir.

Buradan (Q — {0},*) bir gruptur.

8) Asagidaki kiimelerin verilen iglem altinda bir grup olup olmadigin1 belirleyiniz.
i) Matrislerde toplama islemine gére n X n lik reel matrislerin kiimesi
i) Matrislerde ¢arpma islemine gore n X n lik reel matrislerin kiimesi
Iii) Matrislerde carpma islemine gore n X n lik reel degerli kosegen matrislerin

kiimesi

Coziim. n X n lik reel matrislerin kiimesinin M ile gosterelim.

i) Matrislerde toplama islemine gore n X n lik reel matrislerin kiimesi :
i) Her (a;;) (b)) € M igin (a;;) + (b;;) = (a;; + b;j) € M (kapalilik)
||) Her (aij), (bl])’ (Cij) EM lgll’l ((au) + (bl])) + (Cij) = ((al-j + bU) + Cij): (al-j +

(bij + cij)) = (ai;) + ((bi) + (cij)) (birlesme)



|||) Her (aij) € M i¢in (aij) + 0 = O + (aij) = (aij) oldugundan Opxn EM birim
elemandir.
. .. o -1
|V) Her (al-j) EM 1¢1n (aij) + (—aij) = (—aij) + (aij) = Oan oldugundan (al-j) =
(—ay;) ters eleman olarak bulunur. Sonug olarak (M, +) bir grup olusturur.

i) n X n lik reel bir matrisin ¢arpma islemine gore tersinin olmasi igin gerek ve yeter Kosul

determinantinin sifirdan farkli olmasidir. Dolayisiyla determinanti sifir olan matrislerin

tersleri yoktur. Buradan (M, .) bir grup degildir. Ornegin n = 2 i¢in 2x 2 lik reel bir

matris olan ((1) 8) matrisinin tersi mevcut degildir.

iii) Benzer sekilde determinanti sifir olan (é g) kosegen matrisinin tersi mevcut

olmadigindan n X n lik reel degerli kdsegen matrislerin kiimesi bir grup olusturmaz.

a b
c d

grup olusturdugunu gdsteriniz.

9) SL(2,R) = {( ) :a,b,c,d € R,ad — bc = 1} kiimesinin matris ¢arpimina gore bir

Coziim: Bu kiimeyi SL(2,R) = {A,,,: |A| = 1} seklinde yeniden yazabiliriz.

i) Kapahhk: A, B € SL(2,R) alahm. O halde |A| = |B| =1 olur. Determinantin 6zelliklerinden
|AB| = |A|.|B| = 1 ve boylece AB € SL(2, R) olur.

ii) Birlesme: Matrislerde carpim birlesme Ozelligine sahip oldugundan 6zel olarak her
A,B,C € SL(2,R) icin A. (B.C) = (A.B).C olur

iii) Birim Eleman: |I,,,| = 1 oldugundan birim matris SL(2, R) nin elemani olur. Birim matrisin
birim eleman oldugu aciktir (A.1 = 1. A = A).

iv) Ters Eleman: 4 € SL(2,R) alalim. |4A| = 1 # 0 oldugundan A nin matrislerde ¢arpma islemine

1 =

L=1ve boylece

gore tersi vardir. A nin tersine A~ diyelim. Determinant 6zelliklerinden |A~ m

A~1 € SL(2,R) dir.

10) G = {((1) 711) :n € Z } kiimesinin matris ¢arpimina gore bir grup olusturdugunu gosteriniz.

Ayrica G deki birimden farkli her elemanin mertebesinin sonsuz oldugunu goriiniiz.
Coziim:

i) Kapahhlk: Her g, g, € G icin g4.g, € G olup olmadigini arastiralim.

91, 92 € G oldugundan g, = (1 nl) olacak sekilde n; € Z vardir. Benzer sekilde

0 1



(1 n, .
g2 = ( 0 1 ) olacak sekilde n, € Z vardir.

ga=0 ") (5 ™) =

saglanir.

(1 ny +n,

0 1 ) ve nq + n, ez Oldugundan gl.gz (S G

ii) Birlesme: Her g4, g5, g3 € G igin g,(g9293) = (g192)9g3 oldugu kolayca goriilebilir.

iii) Birim eleman: Her gz(é Tll) €G i¢in (é Tll)(é i) ((1) 1)(3 T11)

((1) ) € G dir.
( 7I)( ) (0 1) (é 711) -
. ’11) ( ) dir

Simdi birimden farkli her elemanin mertebesinin sonsuz oldugunu gosterelim: k € N olmak

((1) 711) denklemini saglayan eleman (é i) =

1 n

0 1) € G icin

iv) Ters Eleman: Her g =(

((1) (1)) denklemini saglayan eleman ((1) 91‘)

uzere,

1 n)k=(1 kn

1 n ..
her g = (0 1) € G (n#0) igin g~ = (O 1 0 1 ) olur. Dolayisiyla her k € N

icin g # ((1) (1)) olacagindan her elemanin mertebesinin sonsuzdur.

11) GL(2,R) grubunda [; 43}] elemaninin varsa tersini bulunuz.
Coziim:

?l] € GL(2,R) oldugundan tersi vardir. [(1) (1)] eleman1 GL(2,R) nin birim elemani
3 2 31 Yl_[x ¥|[2 31_[1 0 .
oldugundan > 4] [z t] = [Z t] [2 4] = [0 1] denklemi ¢oziildiiglinde verilen

= [QZC %‘t]] = [_21 _5:1/2] olarak bulunur.

-1

elemanin tersi [% z]

12) G = {(a, b,3): a,b € Z} kimesinin (a, b, 3) * (c,d,3) = (a + ¢, b + d, 3) ikili islemi ile
birlikte bir degismeli grup oldugunu gosteriniz.
Coziim:
Grup oldugu Coziim 3 e benzer olarak kolayca yapilabilir. Degismeli oldugunu gosterelim :
Her g4,9, € G i¢in g1 * g, = g, * g, oldugunu gosterelim.
g1 € G oldugundan g,;=(a4, by, 3) olacak sekilde a;, b; € Z vardir. Benzer sekilde g, € G
oldugundan g,=(a,, b,, 3) olacak sekilde a,, b, € Z vardur.

91 * g2 = (a1,by,3) * (az, by, 3) = (a1 + az, by + by, 3)



= (a, + a4, b, + by,3) = (ay, by, 3) * (a1, by,3) = g, * g1 oldugundan degismelidir.

13)G=ZxZ ={(a,b):a,b € Z} kiimesinin (a, b) * (c,d) = (a + ¢,(—1)°b + d) seklinde
tanimlanan * igleme gore bir grup olup olmadigini inceleyiniz.
Coziim:

i) Kapahhlk: Her g,,g, € G igin g4 * g, € G olup olmadigini arastiralim.

g1 € G oldugundan g; = (a4, b;) olacak sekilde aq,b; € Z vardir. Benzer sekilde g, =
(a,, by) olacak sekilde a,, b, € Z vardir.

g1 * g2 = (aq,by) * (az, by) = (a; + ay, (—1)*by + b,) olur. a; +a, ve (—1)%b, +
b, € Z oldugundan g, * g, € G saglanir.

ii) Birlesme: Her g4, g5, g3 € G icin g,(9,93) = (g192)93 oldugu kolayca goriilebilir.

iii) Birim eleman: Her g € G i¢in g x e = e x g = g olacak sekilde e € G bulalim.

g € G oldugu i¢cin g = (a, b) olacak sekilde a, b € Z vardir. e = (eq, e;) olmak iizere
g*e=1(ab)*(e;,e;) =(a+e, (—1)b+e,)=(a,b) denklemi ¢ozilirse e =
(eq,e2) = (0,0) bulunur.

iv) Ters Eleman: Her g € G igin g *x x = x * g = e olacak sekilde g~! = x € G bulalim.

a, b, x1,x, € Z olmak lizere g = (a,b) ve x = (x4, x,) alahm.

g*x=1(ab)*(x1,x3) = (x1, x3) * (a,b) = (0,0) olmalidir.

(a,b) * (x4, x3) = (a+ x4, (—1)**b + x,) = (0,0) denklemi ¢oziilirse x; = —a ve x, =
—(—=1)"%b  bulunur.

Dolayisiyla a tek tam say1ise g~! = x = (x4, %) = (—a, b)

a ¢ift tam say1 ise g7 = x = (x4, x,) = (—a, —b) bulunur.

14) X bos olmayan bir kiime P(X), X in tiim alt kiimelerinin ailesi (kuvvet kiimesi) olmak tizere

asagida verilen ikili islemlere gore P(X) in bir grup olup olmadigini belirleyiniz. A, B € P(X)

olsun.
(@A*B=AUB
(b)AeB=ANB
(c) AAB = (A* B) — (A< B)
Coziim:

(a) Ters eleman 6zelligi saglanmaz.

(b) Ters eleman 6zelligi saglanmaz.



(c) P(X) kuvvet kiimesi simetrik fark islemiyle birlikte bir degismeli grup olusturur.

i) Kapalilik: A, B € P(X) alalim. O halde A, B < X olur. Bu durumda AAB = (AUB) — (AN
B) € X oldugundan AAB € P(X) olur.

ii)Birlesme: Her A,B,C € P(X) icin AA(BAC)=(A—(BUC))U(ANBNC)U(B-
(CuA)u(C—(BUA)) = (AAB)AC olur.

iii)Birim Eleman: @ € P(X) eleman1 birim elemandir, gergekten her A € P(X) i¢in AAQ =
(Au®)—(An@) = Aolur.

(iv) Ters Eleman: Her A € P(X) igin AAA= (AU A) — (AN A) = @ oldugundan A~ = A

olur.

15) (G,«) birgrupve a,b € G olsun.axb=b+a ! vebxa=axb lisea*=b*=¢
oldugunu gosteriniz.

Coziim:

bxa=axb"1...(2)olsun.

axb=bxa 1= (axb)xa=b

=>ax*(b*xa)=>h.

Buradan (2) yardimiyla a = (a * b~ ) = b elde edilir.
ax(axb™*)=b>a*xa=bxb=a®=>b?>a*=>b"
Simdi a* = e oldugunu gosterelim.
(1) ve (2) den
(axb)*(b*xa) = b*xa~l*ax*b~! = eolur. Ote yandan

(axb)*(b*a) =ax*b?xa=axa?+*a=a*elde edilir. Buradan a* = e dir.

16) G bir grup olmak iizere Va € G icin a® =e ise, G grubunun degismeli oldugunu
gosteriniz.
Coziim: Her g4,9, € G i¢in g, g, = g, g, oldugunu gostermeliyiz.
G bir grup oldugundan g, g, € G olur. O halde (g, g,)? = e dir. Yani (g, g,)(g1 g2) = e
elde edilir.
(91 92)(91 92) =€ = 91 9201 92 = 61
= €929192 = 91
= 9291 92° = 9192
= 9291 ¢ = 9192



17) Bir G grubunda (ab)? = a?b? ise  ab = ba oldugunu  gosteriniz.
Coziim:
(ab)? = abab = a?b? denklemi soldan a nin sagdan da b nin tersi ile ¢carpildifinda ab = ba

elde edilir.

18) (G,*) bir grup ve a, b € G olsun. (a * b)™* = a~! = b~ olmas1 icin gerek ve yeter kosul
a * b = b * a olmasidir, gosteriniz.

Coziim:

(=):a,b€eGicin (axb)P=at«btolsun. ((axb)™ ) 1=(@r+*b ) Thergec
icin (g71)™* =g oldugundan a*b = (b™1)"1x (a=1)"! buradan da a*b =b xa olur.
(€): a,beG igina*b=bx*a olsun. (axb) '=(b*a) = (axb) '=alxp?

saglanir.

19) Eleman sayisi ¢ift olan bir grupta, tersi kendisine esit olan birimden farkli bir eleman var
oldugunu ispatlayniz.

Coziim:

Bir G grubunda ¢ift sayida eleman olsun. Birim elemanin tersi kendisidir. Birimden farkli bir
elemaninda da tersi kendisidir. Aksi halde birim disindaki elemanlar1 tersleri ile ikiserli

gruplandirdigimizda G nin eleman sayisi tek olur.

20) Q(v2)={a+bV2:ab € Q} olmak iizere (Q(v2),+) ve (Q(v2)—{0}, .) nin

degismeli grup oldugunu gésteriniz.

Coziim:

(@(V2),+) nin grup oldugunu gosterelim:

) a+bV2,c+dvZ € Q(V2) olmak iizere (a+ bv2) + (c +dv2) = (a+c) + (b +
d)v2 € Q(v2) oldugundan kapalidr.

i) a+bV2c+dv2e+ fV2 € Q(V2) olmak iizere [(a + bv2) + (c + dV2)] + (e +
fV2)=[la+c)+ (b +dV2]+(e+fV2)=((a+c)+e)+ ((b+a) +
fVZ=(a+(c+e))+(b+d+HAWV2=(a+bV2)+[(c+e)+(d+
fV2)] = (a+bV2) + [(c +dV2) + (e + fV2)] oldugundan birlesme &zelligi

vardir.



ii)

Her a +bv2 € Q(v2) igin (a+bV2)+ (x +yvV2) =a+bvV2 ve (x +yv2) +
(a+bVv2)=a+bV2 olacak sekilde x+yv2 € Q(v2) var  m?
(a+bv2) + (x + yvV2) = (a+x) + (b + y)V2=(a + bv/2) dir. Buradan a + x = a
ve b +y = b denklemlerinden x = 0 ve y = 0 elde edilir. Benzer sekilde (x + yv2) +
(a+bV2) = (x+a) + (y + b)V2 = a + bv2 denkleminden x =0 ve y =0 elde
edilir. Birim eleman O dir.

Her a+bV2 € Q(V2) tersi var mi?
(a+bV2) + (x + yv2) = 0 dan (a + x) + (b + y)V2 = 0 elde edilir. Buradan a +
x =0 ve b+y =0 denklemlerinden x = —a ve y = —b elde edilir. (x +yv2) +

(a+ bv2) = 0 danda x = —a ve y = —b elde edilir. Yani a + bv2 tersi—a — bv2
dir.

(Q(V2) — {0}, .) nmn grup oldugunu gosterelim:

i)

ii)

a+bv2,c+dv2 € Q(v2) olmak iizere (a+ bv2).(c+dv2) = (ac+2bd)+
(ad + bc)V2 € Q(V2) oldugundan kapaldir.
a+bV2,c+dv2e+ V2 €Q(W2) olmak iizere [(a+bV2).(c+dv2)].(e+
fV2) = (a+ bV2).[(c + dV2).(e + fV2)] oldugunu gosterelim:
[(a + b\/i). (c + d\/i)] (e + f\/f) = [(ac + 2bd) + (ad + bc)\/f]. (e + f\/i)
= [(ac + 2bd)e + 2(ad + bc)f] + [(ac + 2bd) f + (ad + bc)e]V2
= (ace + 2bde + 2adf + 2bcf) + (acf + 2bdf + ade + bce)V2
(a +bv2).[(c + av2).(e + fV2)] = (a + bV2).[(ce + 2df) + (cf + de)V2] =
(alce + 2df) + 2b(cf + de)) + (a(cf + de) + b(ce + 2df))V2 = (ace +
2adf + 2bcf + 2bde) + (acf + ade + bce + 2bdf)v2  oldugundan  birlesme

ozelligi vardir.

Her a + bv2 € Q(V2) igin (a + bv2).(x + yV2) =a+bV2 ve (x + yV2).(a +
bV2) = a+ bV2 olacak sekilde x+yV2 € Q(\/f) var mi1?
(a + b\/i). (x + y\/f) = (ax + 2by) + (ay + bx)V2 = a + b+/2 dir. Buradan, ax +
2by = a ve ay + bx = b denklemlerinden x = 1 ve y = 0 elde edilir. Benzer sekilde
(x +yV2).(a+bV2) = (xa+2yb) + (xb+yb)V2=a+bV2 denx =1 ve y =

0 elde edilir. Yani, birim eleman 1 dir.
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iv) Her a+bV2e Q(\/f) tersi var mi1?
(a+ bV2).(x + yv2) = 1 den (ax + 2by) + (ay + bx)V2 = 1 elde edilir. Buradan,

a _ b
a2—p2? Vey = — a2—p2?

ax + 2by = 1 ve ay + bx = 0 denklemlerinden x = elde edilir.

(x +yV2).(a+bV2) =1dendex = ——vey = —ﬁelde edilir.

a2-2b2

21) (G,*) birgrupve a,b € G olsun. Suhalde,a *x = b ve y*xa = b denklemlerinin G
icinde bir tek ¢Ozliimii oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: a,b € G icina*x =b ve y*a = bolsun. a xx = b denklemi soldan a nin tersi

1 1

ile y * a = b denklemi sagdan a nin tersi ile isleme sokuldugundax = a™ " *bvey =b xa”
elde edilir. a *x = b denkleminin x ve x’ gibi iki ¢6ziimii olsun. axx =b ve a*xx' =b
denklemlerinden a * x = a * x" elde edilir. Kisaltma 6zelliginden x = x' elde edilir. y x a =

b  denkleminin de benzer sekilde bir tek ¢Oziimi  oldugu  gosterilir.

k.360

22) n=1 olmakiizere {cos 22 + isin k=012,..,n—1}

(x™ — 1 in kompleks kokleri ) kiimesinin ¢arpim altinda bir grup oldugunu gosteriniz.

_— kseq, k360 | . . k360 g .
Cozim: en =cos——+isin— oldugundan kiimeyi s0yle yazabiliriz:

k360,
G={e n ‘:k=0,1,2,...,n—1}

. k1360, k2360, k1360, k2360, (k1+k2)60. k360, .
i) en ,en €EGolmak lizeree n e n =e n =en €Gdir (ki +k,=

k(n),0<k<n-1)

B k1360i k2360i k3360i
ii) e n ,e n ,e n € G olmak iizere

k1360, kp360. k3360, (k1+k2)360. k3360, (k1 +ky) +h3)360, (kq+(ka+k3))360.
(e n e n ”)_e n =e n ‘e n =e n =e n v
k1360, (ka+k3)360. k1360,  kp360. k3360,
=e n e n =e n .(en .en )
k360i L. k360l. t360i k360i t360i k360, k360i . t360i
ilii) Here n "€ Gigine n .en =en Veen .en =¢ n olacaksekildee » € G
var mi?
L. k360i 3 k360i k360i 3 k360, k360i k360i .
t=0icin e n .e%=¢en .1=en'veelen ' =1en'=en" dir Buradan
birim eleman 1 dir.
k360. k360. t360. t360. k360, (k+t)360.

iv) Here = ' € Gnintersivarmi?e n .e n ' =1vee n .e n ' =1dene n» ' =1lelde
edilir. Bu ise k +t = 0 veya k + t = n oldugu durumda saglanir. k + t = 0 olmasi t =

—k oldugunda saglanir. Bu 0 < t < n — 1 olmasi ile gelisir. O halde k + t = n dir, yani
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. kseoi . . (n—k)seol.
t=n-—k dir. Yani en nin tersi e n dir.

(G,.) bir gruptur.

23) (Z1000, +) 1000 elemanli toplamsal bir gruptur. Ayrica (Z19o X Z10, +) da 1000 elemanli

toplamsal bir gruptur. Boyle bir ¢cok grup 6rnegi verilebilir.

24) Asagidaki ifadeler dogru/ yanlis midir? Dogru ise ispatlaymiz, yanlis ise nedenini bir
ornekle agiklayiniz.

1) Bir grupta birden fazla birim eleman bulunabilir.

i) G sonlu bir grup, a € G olsun. a™ = e olacak sekilde bir n € N vardir.

i) (G,*)grupise a x x * b = ¢ denklemi G de tek tiirlii ¢éziime sahiptir.

iv) (G,x) birgrupvea,b,ce Golsun.a*xbx*c=-eisebx*cx*a = edir.

V) (G,¥)birgrupvea,b € Golsun. (a*b) t =a 1 xb~1 dir.

vi) G grubu iki elemanli ise Abel grubudur.

vii) (G,*) bir grup ve a,b € G olsun. (a * b)?> = a? * b? dir.

viii) Bir grupta her lineer denklemin ¢6ziimii vardir.

Coziim:

i) (Yanhs) (G,*) grubunun e ve e’ gibi iki tane birim elemani olsaydi e birim oldugundan e *
e’ =e' xe = e’ vee birimoldugundan e’ x e = e x e’ = e bulunur. Yani, e = ¢’ diir.

ii) (Dogru) a € G olsun. G kapal1 oldugundan a® = aa € G,a® = a?a €G,...,a" €G, ... G
sonlu bir grup oldugundan a nin biitiin kuvvetleri farkli olamaz. Yani, a™ = e olacak
sekilde bir n € N vardir.

i) (Dogru) a*x*b =c denklemi soldan a nin sagdan b nin tersi ile carpilirsa x =

a~cb™? elde edilir. Bu denklemin x ve x’ gibi iki ¢6ziimii olsaydh,

kisaltma 6zelligi kullanilarak x = x" bulunurdu.

1

ii) (Dogru)a,b,c € Gicina * b = ¢ = e olsun. Esitligi soldan a™ ! ile ¢arparsak b * ¢ = a1 «

1% a = e bulunur.

e = a~ ! elde edilir ve boylece b x c xa = a~
i) (Yanhs) Q =<i,j,k|i?=j2=k?=ijk=-1> quaternion grubunu diisiinelim:
(i)' = k™' = —k fakat i~1j~! = (=i)(—)) = ij = k dir.
i) (Dogru) G = {e, a} olmak iizere (G,*) bir grup olsun. G nin islem tablosu, grup aksiyomlar1

geregince sO0yle olmak zorundadir:
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|1 e|a

e|leja

aja|e

Yukaridaki tablodan grubun Abel (degismeli) oldugu anlasilir.

iii) (Yanls) Q =<1i,j,k|i? =j?=k?=ijk =—1> quaternion grubunu diisiinelim:
(i))? = k? = —1fakat i?j2 = (-1)(—1) = 1 dir.

iv) (Dogru) G bir grup olsun. Bir grupta bir bilinmeyenli lineer denklem x bilinmeyenve a, b €
G olmak iizere a * x = b bi¢imindedir. Esitligi soldan a~! ile carparsak x = a™1 b

bulunur.
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